
自己重力多体系の物理

牧野淳一郎

1 ２体緩和（続き）

1.1 バックグラウンドが速度分布を持つ場合

というわけで、いよいよバックグラウンドが動いている場合ということになる。この時でも、相対
速度の変化自体は前節に述べたもので正しいが、相対速度にフィールド粒子の速度成分が入ってく
ることになる。

以下、二種類の単位ベクトル系をとって、その上で考える。一つは (e1, e2, e3)であり、元の空間に
固定されている。もう一つは (e′1, e

′
2, e

′
3)であり、最初の成分を相対速度 V に平行にとる。従って、

後者は相手の粒子によって違うわけである。この２つを考えることで、相対速度の変化をもとの静
止系でのテスト粒子の変化に焼き直す。

まず、1次の項は相対速度に平行な成分だけであった。このことから、ある方向の速度変化は

< ∆vi >=< ei · e′1∆v平行 >′ (1)

ということになる。もうすこし精密に書くと、右辺はインパクトパラメータと相手の速度の積分な
ので、以下のように書けることになる。

< ∆vi > =

∫
dp2πpV

∫
dvff(vf )∆vi (2)

= −Γ(1 +m/mf )

∫
f(vf )

V 2
(ei · e′1)dvf (3)

ここで、vf = vt −V はフィールド粒子の速度、 f は速度分布関数である。 pについての積分を先
にやったことに注意して欲しい。この積分は vf = 0 であった時の結果をそのまま使っている。

さて、2次の項についてであるが、前節で見たように v に垂直な成分、すなわち e′2と e′3の成分を
考えればいい。従って、一つの方向からくるフィールド粒子との散乱を考えた時には

< ∆vi∆vj > = [(ei · e′2)e′2 + (ei · e′3)e′3] · [(ej · e′2)e′2 + (ej · e′3)e′3] < ∆v2垂直 > /2

= [(ei · e′2)(ej · e′2) + (ei · e′3)(ej · e′3)] < ∆v2垂直 > /2

= Qij < ∆v2垂直 > /2 (4)

これもまた分布関数を掛けて積分すると、結局

< ∆vi∆vj >= Γ

∫
f(vf )

V
Qijdvf (5)

ということになる。これで一応必要な 2次までの係数はすべて書けたわけだが、あまり計算するの
に使い易い形ではない。というのは、e′i とか V とかいったものがまだややこしい形ではいったま
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まであるからである。しかし、もうちょっと簡単な形に書き直せることが知られている。まず、1次
の項だが、

∂

∂vi

(
1

V

)
= − 1

V 2

∂V

∂Vi

∂Vi

∂vi
=

Vi

V 3
= −ei · e′1

V 2
(6)

という都合のよい関係がある。変形はとくにややこしいところはないと思う。e′1をそもそも V に
平行にとったから上のように出来るわけである。このため、

h(v) =

∫
f(vf )

|v − vf |
dvf (7)

なる関数 h(v)を導入して、

< ∆vi >= −Γ(1 +m/mf )
∂h

∂vi
(8)

ということになる。

2次の項についても同様な整理が可能である。Qij は ei, ej の e′2と e′3によって張られる平面への
写像の内積なので、e′1との内積の分をつけてやれば元の単位ベクトル同士の内積になる。つまり、

Qij = δij − (ei · e′1)(ej · e′1) = δij −
ViVj

V 2
(9)

したがって、
∂2V

∂vi∂vj
=

1

V

(
δij −

ViVj

V 2

)
= Qij/V (10)

というわけで、
g(v) =

∫
f(vf )|v − vf |dvf (11)

とおけば、

< ∆vi∆vj >= Γ
∂2g

∂vi∂vj
(12)

1.2 バックグラウンド速度分布が熱平衡の場合

前節では、バックグラウンドの速度分布が任意のものについて、実際に計算可能な式を導いた。こ
こでは、速度分布が等方的な場合について式を単純化してみる。

速度分布が等方的な場合、hや gの積分を、 vf の絶対値方向と角度方向に分けることができる。角
度方向の積分については、 v と vf のなす角度を θとし、µ = cos θ とすれば、球面上での積分が、
まず hについては∫

dvf

|v − vf |
= 2π

∫ 1

−1

dµ

|v2 − 2µvvf + v2f |1/2
= 4π

{
1/v, (v > vf )

1/vf , (v < vf )
(13)

となる。これは、球面上に分布する電荷の作るポテンシャルと同じ式である。gについても同様に
計算できて∫

|v − vf |dvf = 2π

∫ 1

−1
|v2 − 2µvvf + v2f |1/2dµ =

4π

3

{
3v + v2f/v, (v > vf )

3vf + v2/vf, (v < vf )
(14)

となる。これから、

Fn(v) =

∫ v

0

(
vf
v

)n

f(vf )dvf

En(v) =

∫ ∞

v

(
vf
v

)n

f(vf )dvf (15)
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というものを考えると、

h(v) = 4πv[F2(v) + E1(v)]

g(v) =
4πv3

3
[3F2(v) + F4(v) + 3E3(v) + E1(v)] (16)

これらから、最終的な結果、すなわち、バックグラウンドが動いている時の、速度に平行な速度変
化と垂直なそれを書き下せることになる。それらは、結局、

< ∆v平行 > = −4πΓ

(
1 +

m

mf

)
F2(v) (17)

< ∆v2平行 > =
8πΓv

3
[F4(v) + E1(v)] (18)

< ∆v2垂直 > =
8πΓv

3
[3F2(v)− F4(v) + 2E1(v)] (19)

(20)

これらから、粒子のエネルギーの変化 ∆E を出すことができる。

∆E = v∆v平行+ < ∆v2平行 > /2+ < ∆v2垂直 > /2 (21)

と書けるので、1次の項は

< ∆E >= 4πΓv

[
E1(v)−

m

mf
F2(v)

]
(22)

となる。2次の項については、 (v∆v平行)
2以外の項は小さいので無視すると

< ∆E2 >=
8πΓv3

3
[F4(v) + E1(v)] (23)

となる。

さて、速度分布を熱平衡、すなわち

f0(v) =
nf

(2πσ2)3/2
exp

(
−v2/2

σ2

)
(24)

とすると、上の係数等を具体的に計算できることになって、その形は

< ∆v平行 > = −4
nfΓ

σ2

(
1 +

m

mf

)
G(x) (25)

< ∆v2平行 > = 2
√
2
nfΓ

σ
G(x)/x (26)

< ∆v2垂直 > = 2
√
2
nfΓ

σ

erf(x)−G(x)

x
(27)

< ∆E > =
√
2
nfΓ

σ

[
− m

mf
erf(x) +

(
1 +

m

mf

)
xerf ′(x)

]
(28)

ここで erf は誤差関数であり、

G(x) =
erf(x)− xerf ′(x)

2x2
(29)

また x = vt/(
√
2σ)である。

山ほど式はでてきたものの、全然なんだかわからないという気分になった人もまあいるのではない
かと思うので、以下、上の式の意味についてちょっと考えてみよう。
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まず、速度の 1次の項を見てみる。これは、速度分布には F2だけを通して依存しているというこ
とに注目して欲しい。例えば、マックスウェル分布のようなものを考えた時、 vが大きい極限では
F2 ∼ 1/(2πv2)となるので、回りが止まっているときと同じく速度変化は速度の 2乗に反比例する。
これに対して、vが小さい極限では、f を一定と見なすことが出来るので F2 ∝ v となる。

これは、タイムスケールを考えてみると、速度が大きい極限では減速のタイムスケールが v3 であ
るのに対し、逆の極限では 一定になるということである。すなわち、非常に速度が大きい粒子が出
来てしまうとこれはなかなか減速しない。もちろん、自己重力系の場合には、そのようなものは系
のなかに留まるのが困難だということもあるが。

これに対し、速度が小さいほうではタイムスケールがある一定値、つまりは v ∼ σ で決まる値あた
りになるということである。

この 1次の項は、前に述べたように dynamical friction を表している。これが問題になる場面は、
例えば恒星系が質量の違う２つの成分から出来ているような場合である。力学平衡で、分布関数に
質量依存がないようなものを考えると、これは熱平衡から遠くはなれている。従って、上の式で決
まるタイムスケールで重いものがエネルギーを失い、軽いものがエネルギーを得る。

なお、、自己重力系ではこのエネルギー交換の結果熱平衡に向かうとは限らないということに注意
する必要がある。つまり、重いものがエネルギーを失い、軽いものがエネルギーを得るということ
は、それぞれの分布関数が変わり、空間分布も変わるということである。具体的には、重いものは
中心に落ちるし、軽いものは外側に押し出される。

さて、次に、2次の項を見てみる。速度に平行な成分も垂直な成分も、 vが大きい極限では 0にい
く。特に、垂直な成分は v に反比例する。これに対し、速度が 0の極限では、どちらも一定値に収
束する。これは停止している極限でも、回りの粒子によって揺さぶられるということを表している
わけである。

2 ２体緩和のタイムスケール

「タイムスケール」というのは、普通ある量 x の時間変化が

dx

dt
= (−)

x

T
(30)

なる形で書ける時の T のことである。もちろん、一般には T は xを含むいろんなものの関数である。

そういった意味で考えやすいのは、温度（平均運動エネルギ）が違う２つの空間一様な分布が重な
りあっている時に、どのようにして２つが近付いていくかというのものである。これは、もちろん
時間が立てば熱平衡に近付くわけである。以下、実際に計算してみる。

2.1 等分配のタイムスケール：理論

今、フィールドに質量 mf の粒子が一様に分布しており、テスト粒子として質量mtのものがこれ
もまた一様に分布しているとする。さらに、どちらも速度分布はマックスウェルで与えられるとす
る。ここでは等分配を考えるので、それぞれの粒子１個当たりのエネルギーを Ef , Et と書く。今、
テスト粒子のエネルギー変化の平均を考えると、

d < Et >

dt
= 4π

∫
v2t f(vt) < ∆Et > dvt (31)
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と書けることになる。これに前回求めた < ∆E > を入れて実際に積分を実行することができて、結
果は

d < Et >

dt
= 2

√
6/π

mtnfΓ

mf

< Ef > − < Et >

(v2t + v2f )
3/2

(32)

となる。

ここで、いくつかの極限的な場合を考えておくことは有益であろう。まず、mt >> mf で vt ∼ vf

という状況を考えてみる。これはつまり非常に重いものと軽いものが、同じような空間分布、速度
分布で広がっている場合である。この時は上の式で Et >> Ef なので、

d log < Et >

dt
= −

√
3/π

mtnfΓ

mfv3
(33)

となる。なお、この時、変化率はテスト粒子の速度に分母の v2t を通してしか依存しないので、vt → 0

の極限でエネルギー変化（減速）のタイムスケールは一定値にいき、それは vt ∼ vf の時の値とそ
れほど違わない。

次に、mt ∼ mf で vt << vf という状況を考えてみる。この時は上の式を

d(< Et > /mt)

dt
= 2

√
6/π

nfΓ

mf

< Ef >

2v3f
= 8

√
6πG2 ln Λnfmf < Ef > v−3

f (34)

となる。ここで
Γ = 4πG2m2

f lnΛ (35)

を使った。さらに、 Et = mtv
2
t /2 などを使って書き直せば

d(v2t )

dt
= 4

√
6πG2 ln Λnfm

2
fv

−1
f (36)

を得る。つまり、速度が小さい極限では、一定の率でエネルギーをもらうわけである。言いかえれ
ば、温度が 2倍になるタイムスケールというものは、温度に比例して小さくなるともいえる。

さて、通常「2体緩和のタイムスケール」という時には何を指しているかというと、この等分配の
タイムスケールのことではないのが普通である。が、時と場合によっていろんなものが出てくるが、
まあ同じようなものである。普通に使われるのは、

tr =
1

3

v2m
< v2平行 >v=vm

=
v3m

1.22nΓ
=

0.065v3m
nm2G2 log Λ

(37)

とするものである。ここで vmは r.m.s. 速度である。1/3になにか意味があるわけではなく、こう
定義したというだけである。

これは、ローカルな量で定義されていて、例えば系全体の緩和時間といったものを考えるのには
ちょっと不便なこともある。というわけで、いわゆる half-mass relaxation time trh というものを
導入しておく。これは、半径 rh の中に質量の 1/2があるとして、その中の密度は一様であるとし、
また前にやったようにビリアル定理から T ∼ 0.2GM2/rhといった関係を使えばでてくる。これは

trh = 0.138
Nr

3/2
h

M1/2G1/2 log Λ
(38)

となる。

ここで注意しないといけないことは、 trhはあくまでも球対称に近い系の half mass radius のあた
りでの緩和時間であるに過ぎないということである。従って、球状星団全体の緩和時間とか、ある
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いは楕円銀河、銀河団といったものには有効な概念であるが、球対称から大きくずれた銀河とか、
あるいは half mass radiusのずっと外側、ずっと内側では全く違ったものになっていることに注意
する必要がある。さらに、速度分布が非等方であるとか、回転がメインであるとかでもまた話が全
く変わってくる。このような場合、ローカルな緩和時間、あるいはエネルギー変化自体の式に戻っ
て考えないと、タイムスケールについて全く間違った推定をしてしまうことになる。

これがもっともクリティカルに効いて来るのは、実際の天体においてというよりはむしろシミュレー
ションにおいてである。これについては後で具体例で議論しよう。

2.2 等分配のタイムスケール：実験

さて、実際に数値実験でエネルギー等分配に近付く過程を見て、これまで理論的に考えてきたもの、
特に積分の上限がどうなっているかみようというわけだが、これはそれほど簡単ではない。という
のは、「空間分布が無限一様」とか「等温」とかいう初期条件が設定できないためである。

一例として、 Farouki and Salpeter (1982 APJ 253, 512, 1994 APJ 427, 676)の実験を取り上げて
みる。彼らは、実際に２種類の違う質量の粒子からなる、初期に力学平衡にある系を考えた。初期
には単位質量あたりの運動エネルギーが同じであるようにした（つまり、空間分布、速度分布とも
に同じということ）。したがって、重い方が熱平衡に比べて余計に運動エネルギーを持っていること
になる。

正確にいうと、実際に力学平衡にある系を作ったわけではなく、適当に球とか立方体のなかに一様
に粒子をばらまいて、落ちつくまで待ってから使うという方法をとっている。速度は、全体として
ビリアル平衡になるようにマックスウェル分布を与えた。

さて、この系を進化させると何が起こるかをまず考えてみる。重い方の温度が高いので、平均的に
は重い方から軽い方にエネルギーが流れるであろう。しかし、その結果温度が近付くであろうか？こ
れはとりあえず何ともいえない。というのは、ポテンシャルが一様ではないのでエネルギーの変化
は粒子の速度分布だけでなく密度分布、すなわち粒子の位置と重力エネルギにも影響するからであ
る。エネルギーの変化が温度にどう影響するかは、もともとの粒子の分布にも依存するわけである。

さらにややこしいことに、 log Λ がなんであるかという問題もある。通常、N 体計算においては、
2粒子間の重力ポテンシャル ϕij = −Gmimj/rij をそのまま使わないで、典型的には

ϕij = −G
mimj

r2ij + ϵ2
(39)

という形に「ソフトニング」したものを使う。これは、数値計算上の困難を避けるのが第一義的な
理由である。つまり、純粋な 1/rポテンシャルを使うと、2つの粒子が無限に近付き得る。無限に
近付くこと自体は問題ではないが、この時速度と重力エネルギーも無限大になる。従って、非常に
高い精度で計算しても、エネルギーの誤差が非常に大きくなってしまう。

もちろん、近付いたら解析解に切替える、あるいは摂動法にする、または座標変換をして特異性を
消すといった方法があるが、どれもかなり面倒である。そこで、多くの数値実験で、ポテンシャル
をすこし変えて原点で発散しないようにする。この場合、インパクトパラメータが ϵ よりも小さい
時にはほとんど曲がらなくなるので、速度変化の積分の下のほうを修正する必要が起きる。大雑把
にいって p < ϵ の寄与を無視すればよいことになる。

図 1に典型的な結果を示す。Farouki and Salpeter では、温度とかエネルギー変化を直接測定する
のは断念し、その代わりに軽い粒子の half mass radius をとった。彼らは緩和時間として

TR =
R0

dR/dt
(40)
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図 1: 緩和過程

つまり、半径の変化のタイムスケールをもって緩和時間であるとした。これはもちろん定数を別に
すれば上で考えた定義と一致するものになっている。

この結果から、彼らは log Λ と粒子数 N について図 2のような関係を得た

上と下は ϵ の大きさが違い、上はR/N の程度、下はR/N1/3の程度である。ここでF は緩和時間を

trh = F
N

26 log Λ
td (41)

と書くことにしたために出てくる定数である。26という定数は、前に出てきた trh を td を使って
書き直したので、定数の 0.138が違う値になっているだけのものである。

彼らの主な主張は、「この振舞いは上のカットオフがシステムサイズであるという理論と一致して
いる」というものである。それはまあかなり確かといってもよいと思われる。が、 F の値を推定す
ると 10 程度になり、かなり大き過ぎるものになっている。これは、定義の違いもあるので評価は
ちょっと難しい。

もうちょっと良くあっている例を紹介しておこう。

図 3は Spurzem and Takahashi (1995, MNRAS 272, 772) によるものである。ここでは、緩和時
間といった定義のはっきりしないものを比べているのではなく、系の構造そのものの変化を、N 体
計算の結果とモーメント方程式から導いた（球対称、等方の）フォッカー・プランク方程式の数値
解とで比べている。結果の一致は素晴らしいものである。

3 フォッカープランク近似

さて、数値計算の精度がどうという話を別にすれば、2体緩和を考える理由はそれにより系がどう
進化するかを理解するということである。そのためには、粒子の速度変化のモーメントの式から、
分布関数の変化についての方程式を導くことが有用であろう。
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図 2: log Λ と粒子数 N

図 3: 2体緩和による系の構造進化

粒子の物理量の変化の 1次と 2次のモーメントから（高次の項の寄与を無視して）分布関数に対す
る移流拡散方程式を導くことができる。この操作を通常フォッカープランク近似といい、でてきた
方程式をフォッカープランク方程式という。以下、その導出を行なってみる。これは、ボルツマン
方程式の衝突項を求めることに対応する。

今、 P (v,∆v)d∆v が、速度 vの粒子が、時間∆tの間に速度変化∆v （の近傍の d∆vの範囲）を
受ける確率であるとする。すると、 ∆t たった後の分布関数は以下のように書ける

f(v, t+∆t) =

∫
f(v −∆v, t)P (v −∆v,∆v)d∆v (42)

これは v のところにやってくる可能性があるものすべてについての和をとっただけである。ここで、
両辺を展開することを考える。左辺は

f +
∂f

∂t
∆t (43)

である。右辺は ∫ fP −
3∑

i=1

∂(fP )

∂vi
∆vi +

1

2

3∑
i,j=1

∂2(fP )

∂vi∂vj
∆vi∆vj + ...

 d∆v (44)
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ここで、

< ∆vi > ∆t =

∫
P∆vid∆v (45)

< ∆vi∆vj > ∆t =

∫
P∆vi∆vjd∆v (46)

とおけることを使えば、微分と積分の順序を入れ換えて

∂f

∂t
= −

3∑
i=1

∂(f < ∆vi >

∂vi
+

1

2

3∑
i,j=1

∂2(f < ∆vi∆vj >)

∂vi∂vj
(47)

これで、理屈の上では分布関数の変化が計算できるということになる。もちろん、実際にこれを解
いて自己重力系の進化を調べるのは、必ずしも容易ではない。その理由は、分布関数が 6次元位相
空間上で定義されること、それがジーンズの定理を満たすように進化しなければいけないことであ
る。具体的には、

• そもそも、球対称とかの仮定なしでは運動の積分だけの関数であるような分布関数が求まら
ない

• 実際に運動の積分の関数として分布関数が書ける場合でも、拡散係数を求めるのはそれほど
容易ではない。

• 実際に拡散係数が求まっても、自己重力系なので分布関数が変化すると同時にポテンシャル
も変化することになり、それによって粒子の軌道が断熱的に変化することになる。そのへんを
考慮してつじつまがあうような計算プログラムを作るのは容易ではない。

というような困難があり、従来は、分布関数をエネルギーだけの関数と近似する計算しか行なわれ
ていなかった。1994年頃に、Takahashi が初めて f(E, J)の場合に信頼できる結果を得ることに成
功した。しかし、これも、拡散係数を求める時に、フィールドの分布は等方的であるという近似を
行なっている。

なお、モンテカルロ法など、もうちょっといい加減な方法ではある程度のことは出来ている。この
辺についてはまた後でもう少し詳しく触れる。

4 熱力学的進化

ここからは熱力学的な進化ということで、いくつかの理想化された場合を考えておく。なお、以下
はまた流体近似で話をする。自己重力質点系の熱力学的な進化をそのまま考えるのはほとんど不可
能だからである。原理的には、今やったような Fokker-Planck 方程式の平衡解をつくって、その安
定性を調べればできるわけだが、これまでそのような研究はあまり行なわれていない。また、熱平
衡状態とその安定性に関するかぎり、ガスか質点系かという違いには意味がない。まあ、そういう
わけで、ガスで考えるということにもそれなりの意味はある。

もちろん、平衡状態からのずれの時間発展はガスか質点系かで大きく違うわけだが、おもな違いは
熱伝導の係数の密度、温度への依存の違いとして理解できる。
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5 等温状態の安定性

まず、もっとも単純な場合ということで、等温の平衡状態を考える。話を簡単にするために、球対
称の断熱壁の中のガスということにする。平衡状態は、静水圧平衡の式

dp

dM
= − M

4πr4
, (48)

dr

dM
=

1

4πr2ρ
, (49)

を考えればいい。例によって球対称で、M(r)は半径 rの中の質量、pと ρは圧力と密度である。面
倒なので、単位系として G = M = R = 1となるようにとる。Gは重力定数、M は壁（断熱壁）の
なかの全質量、Rは断熱壁の半径である。

温度は、状態方程式

p = ρT (50)

で決まる。単位質量当たりのエントロピーは

s = ln(T 3/2ρ−1) (51)

であり、境界条件は

r = 0 for M = 0,

r = 1 for M = 1. (52)

である。この解自体は、すでに何度か扱ったように数値的に求めることが出来る。

以下、熱力学的安定性について議論するわけだが、これにはいろんな流儀があって、なんだかよく
理屈がわからないものもある。等温の自己重力ガスの安定性について初めて議論したのは Antonov

(1961) であり、もうちょっと詳しい議論が Lynden-Bell & Wood (1968) によってなされた。しか
し、これらはいずれも真の意味での安定性解析、すなわち、平衡解に対する摂動を考え、それが成
長するかどうかをしらべたというものではない。

そのような意味での安定性解析を初めて適用したのは、 Hachisu & Sugimoto (1978) である。彼ら
の方法は、大雑把にいうと以下のようなものである。

• 平衡解の回りの線形化した摂動に対する方程式を作る

• 適当な制約条件のもとで、全エントロピーの 2次の変分∆S2を最大にするような摂動を求め
る。これは、具体的な手続きとしては固有値問題を解くことに帰着される。

• 仮に求まった∆S2が正であれば、これは、平衡状態がエントロピー極大の状態ではない、し
たがって、不安定点であるということを意味する。

等温状態なのでエントロピーは通常ならば極大値である。これは、任意のエントロピーの再分配に
対して、∆S = 0,∆S2 < 0となっているということを意味する。

これは、熱をちょっとどこかからとって別のところに与えると、それによる温度変化を考えなけれ
ば（一次の変分）エントロピーは変わらない。また、温度変化を考えると（二次の変分）、熱をも
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らった方は温度が上がっているのでもらうエントロピーは少なく、出したほうは逆に温度が下がる
ので出ていくエントロピーが多い、従って、系全体としては普通は摂動を与えるとエントロピーが
減る、すなわち、平衡状態はエントロピー極大に相当している。

以上から、もし、熱を取り去った時に温度が上がるようなことがあればエントロピー極大ではない
かもしれないということが想像できよう。もちろん、常識的な熱力学の対象ではそんなことはあり
得ないわけだが、自己重力系ではそうではないというのはすでにビリアル定理のところでやった通
りである。

つまり、自己重力系を全体として考えると、熱を奪うと系が小さくなり、単位質量あたりの運動エ
ネルギー、すなわち温度が大きくなるわけである。

断熱壁で囲んだ系では話はもう少しややこしいが、実際に、十分温度が低い、重力の影響が大きい
ような系では∆S2が正になるということを示したのが Hachisu & Sugimoto である。

この解析は非常に見事なものなので、是非元論文 (PTP 60, 13) を読んで見て欲しい。まあ、それ
はそれとして、ここではもう少し違った解析方法をとってみよう。

5.1 等温状態からの時間発展

Hachisu & Sugimoto の方法では、摂動に対して∆S2を求め、その符号から安定か不安定かを決め
ている。この方法では、もちろん、熱力学的に安定かどうかをきめることは出来るが、不安定性が
どのように発展するかを調べることはできない。というのは、そのためには熱伝導の式もカップル
させて線形応答を求めないといけないのに、そのような解析は行なっていないからである。という
わけで、しばらく前にそういう解析をやってみた (Makino and Hut 1991、APJ 383, 181) ので、今
日はその結果に基づいて話す。

熱伝導の式は

K
∂T

∂r
= − L

4πr2
(53)

と書ける。ここで、 L(r)は半径 rのところでの熱流束であり、 K は熱伝導の係数である。Kは温
度、密度の関数だが、ここでは等温に近いので密度だけの関数として

K = ρα (54)

という形を仮定する。放射伝達であれば α = −1である。

自己重力質点系の場合は、密度が高いほうが緩和が速かった。このことを熱伝導係数でむりやりに
表現すると、α = 1となる。

これは以下のように考えたことになっている。

速度分散が同じなら緩和時間 T は単純に密度 ρ に反比例する。自己重力系を考えると、やはり速
度分散が同じなら系の特徴的な大きさ R は質量 M ∼ ρR3 に比例するので、 ρ ∼ R−2 なる関係が
ある。

緩和時間を温度勾配と単位面積当りの熱流束の関係に直してみると、温度勾配は 1/R ∼ ρ1/2 の程
度、 単位面積当りの熱流束は ρR/T ∼ ρ3/2 の程度である。従って K ∼ ρ ということになる。

エントロピーについての式は
∂L

∂r
= −4πr2ρT

∂s

∂t
|M . (55)

で与えられ、境界条件は
L = 0 for M = 0 and M = 1. (56)

ということになる。
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5.2 線形化した方程式

微小な摂動に δ をつけることにして、線形化した方程式は

dδ ln p

dM
=

M

4πpr4
(δ ln p+ 4δ ln r), (57)

dδ ln r

dM
= − 1

4πr3ρ
(3δ ln r + δ ln ρ), (58)

δ ln p = δ ln ρ+ δ lnT, (59)

δs =
3

2
δ lnT − δ ln ρ, (60)

(61)

境界条件は

3δ ln r + δ ln ρ = 0 for M = 0 (62)

δ ln r = 0 for M = 1 (63)

(64)

ということになる。

熱流束とエントロピーの変化については、もとの式が線形なのでそのまま使える。つまり、 L = δL

なので、 ∂T
∂r = ∂δT

∂r であり、また
∂s
∂t = ∂δs

∂t となる。これらは始めから一次の微小量しか含んでい
ない。

この方程式系に対して、

δ ln p = δ ln p0e
λt,

δ ln r = δ ln r0e
λt,

δ ln ρ = δ ln ρ0e
λt, (65)

δ lnT = δ lnT0e
λt,

δL = δL0e
λt,

δs = δs0e
λt.

という形をした解を捜すわけである。ここで、添字 0がついたものは時間発展解の空間依存性を表
す。線形化したので固有モードが出てきて欲しいなという解析をしているわけである。これらを線
形化した方程式に入れると、固有値問題

dδ ln p0
dM

= M
4πpr4

(δ ln p0 + 4δ ln r0) , (66)

dδ ln r0
dM

= − 1
4πr3ρ

(3δ ln r0 + δ ln ρ0) , (67)

KT
dδ lnT0

dM
= − δL0

(4πr2)2ρ0
, dδL0

dM = −λTδs0 , (68)

δ ln p0 = δ ln ρ0 + δ lnT0 , (69)

δs0 =
3
2δ lnT0 − δ ln ρ0 . (70)

が出てくる。ただし、境界条件は

3δ ln r0 + δ ln ρ0 = 0 for M = 0 (71)

δ ln r0 = 0 for M = 1 (72)

δL = 0 for M = 0 (73)

δL = 0 for M = 1 (74)
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ということになる。

さて、これを解かないといけないわけだが、数値解法まで触れている余裕がないので詳細は省く。
我々はいわゆる shooting method を使ったが、本当は緩和法のほうが安全であったかもしれない。

以下、どういう答が求まり、それはどういうものかということを簡単にまとめよう。

5.3 安定領域

面倒なので以下 α = 1の場合だけを考える。以下に示すのは第一固有値（ここではすべての固有値
が負なので、最も 0に近いもの）に対応する固有関数である。

ここで、 Dは中心の密度と壁のすぐ内側での密度の比である。D = 1というのは、温度が無限に
高くて重力エネルギーが相対的に小さい極限である。これに対し、 D = ∞ は singular isothermal

に対応する。

D = 1.05 は、要するに重力が無視できる場合である。この時はもちろん応答はベッセル関数かなに
かで書ける。注意して欲しいことは、圧力の変化がないこと、エントロピーと温度がちゃんと比例
関係にあることである。これは、重力が無視できるので普通の振舞いをしているわけである。つま
り、密度、温度の変化が圧力変化がなくなるように働く。これは、静水圧平衡を保つためである。

なお、ここでは、中心から熱を奪って外に与えるようなものを考えているが、その逆も固有関数で
あることに注意してほしい。これは、線形化した方程式の解だからである。

さて、少し中心密度を上げると、摂動に対する圧力の応答が変わって、中心で圧力が上がるように
なる。これは、熱を奪われることに応答して縮むと、重力も強くなるので、つじつまをあわせるに
はもうすこし縮んで圧力を上げる必要が起きるからである。このために、温度の応答は与えたエン
トロピーからはずれてくる。もっとどんどん温度をさげて、Dを大きくすると、ついには、熱を奪っ
たにもかかわらず、温度が中心でも上昇するようになる。

もちろん、この解は負の固有値に対応するものであり、いぜんとして安定である。それは、温度勾
配としては依然として中心に向かって下がっていて、ちゃんとエントロピー変化を打ち消す向きに
熱がながれるからである。

5.4 中立安定

さて、もっと Dを大きくすると、ついには固有値が 0、すなわち与えられた摂動が減衰しなくなる。
この状況を以下に示す。
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与えられた摂動が減衰しないということは、温度勾配ができないということである。実際、応答は
δT が定数になっている。

5.5 重力熱力学的安定

さらにもっと温度を下げ、 Dを大きくすると、ついには固有値が正になる。以下にいくつかの例を
示す

たくさん例を出したが、どの場合でも中心でエントロピーが減っているのに温度が大きく上がり、
それが外側の温度上昇を追い越している。その結果中心から外に向かう熱流ができるのである。
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なお、ちょっと注意して欲しいのは、α の値によって応答が大きく違うことである。Dが同じ時、
α = 1の方が α = −1に比べて中心に集まったような応答になっている。これは、熱伝導が密度の
高いところで速いためと考えて良い。

なお、以下で関係するのでここで述べておくが、Dの値と系の全エネルギーの間の関係は単純では
ない。安定領域ではDを大きくするためには系を冷やせばよく、したがってエネルギーとDは一
対一に対応する。しかし、D = 709 の中立安定点はエネルギーの極小値になっていて、これよりエ
ネルギーの低い熱平衡解は存在しない。言い換えれば、D > 709 の解には、それと同じエネルギー
をもった安定解が常に存在する。

5.6 Hachisu and Sugimoto の解析の意味

HS は、安定性の問題を δs に対する変分問題として定式化した。具体的には、局所的なエントロ
ピーの 2次の変分 (1次の変分は定義により 0なので) を計算し、それを最大化する δs を固有値問
題を解く形で求めている。つまり、 ∫ 1

0
δsdM = 0, (75)∫ 1

0
δs2dM = 1. (76)

という制約を加えた上で、系全体のエントロピー変化を最大化しているわけである。

これに対応する固有値問題は

Λ

[
d

dM

(
5p2r7

TM

d

dM

)
− 3

8

]
δs+ δs+

3

8
= 0, (77)

ちょっと書き換えると

ξ
d

dM

(
5p2r7

TM

d

dM

)
δ lnT = δs. (78)

熱伝導からの我々の式を同じ形にすると

d

dM

(
4πr4ρK

d

dM

)
δ lnT = λδs. (79)

つまり、 HS の解析は

K =
ρr3

M
. (80)

という形の熱伝導を考えたことに相当する。これはまあ大雑把にいって熱伝導が密度に依存しない
わけで、 星の場合と恒星系の場合の中間的なものになっている。
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